Name:

Mathematik-Dossier

1 — Die Welt der rationalen Zahlen
(angepasst an das Lehrmittel Mathematik 2)

Inhalt:

e Briiche und ihre Eigenschaften: Kurze Repetition
e Erweitern und Kiirzen von Briichen

e Ordnung der rationalen Zahlen

e Gleichnamig machen von Briichen

e Addition und Subtraktion von Bruchtermen

e Multiplikation und Division von Bruchtermen
e Gemischte Operationen mit Bruchtermen

¢ Gleichungen mit Bruchtermen.

e Zahlenfolgen (Dazu keine Aufgaben!)

e Potenzen (Zweite Potenzen, Quadratzahlen)
e Zweite Wurzeln (Quadratwurzeln

Bemerkung

e Das im Lehrmittel besprochene ,Kreisdiagramm®“ wurde schon im Dossier 1-3
(Daten, Grossen, Prozente) besprochen und ist hier nicht enthalten.

Verwendung:

Dieses Dossier dient der Repetition und Festigung innerhalb der obgenannten Themen. Es beinhaltet einen
kurzen Theorie-Teil, sowie verschiedene Ubungen mit unterschiedlichen Schwierigkeitsgraden.

LH

schwierigere Aufgaben sind mit einem Q%x gekennzeichnet.
<N

Die Aufgaben miissen in der Freizeit (oder in der Hausaufgabenstunde) gelst werden. Sie kénnen jederzeit
zur Kontrolle abgegeben werden, die Lésungen kénnen aber auch selbstéindig verglichen werden.

einfache Aufgaben sind mit einem ﬁg gekennzeichnet

Wichtig: Die Aufgaben erfordern ein konzentriertes Vorgehen. Es ist daher sinnvoll, mindestens wdhrend
15 Minuten am Stiick daran zu arbeiten, mit Vorteil bearbeitest du ein ganzes Kapitel aufs Mal.
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1.

11

1.2

13

Briiche

Die Erweiterung des Zahlenraums

Wieder einmal missen wir feststellen, dass die Welt der ganzen Zahlen begrenzt ist. Sobald wir ndmlich z.B.
nach der Losung der Division 7:9 oder 3:5 suchen, finden wir keine ganze Zahl, die diese Division erfillt. Die
ganzen Zahlen gentigen also nicht, um alle Divisionen zu erkldren. = Wir brauchen dazu eine neue,
umfangreichere Zahlenwelt. Diese heisst: Menge der rationalen (gebrochenen) Zahlen.

Wir erweitern unseren Zahlenhorizont also um die gebrochenen Zahlen. Die bisher bekannten Zahlen
(natiirliche Zahlen, ganze Zahlen) ein Teil der rationalen Zahlen. Demnach gelten alle Rechengesetze
weiterhin.

Uberblick iiber die Welt der Zahlen:

Natiirliche Zahlen: 1,2,3,4,5..

Nio
Lol
I

1
Rationale Zahlen: (-g b (-2), 0 0,3, sy

Achtung: Die Briiche fiillen die Liicken auf der Zahlengerade nicht
vollsténdig!

Die Definition des Bruches (Repetition, siehe Dossier 3 (Mathematik 1))
Ein Bruch beschreibt den Quotienten zweier ganzen Zahlen a und b (b #0).

a
E=a:b

Aufbau des Bruches:

/ Zahler (zahlt, ,,wie viele, von diesem ,,Bruchtyp” vorliegen)

a
b > Bruchstrich (ersetzt das Divisionszeichen)
\ Nenner (Beschreibt den Typ (Familie) des Bruches. Gibt an, in wie viele
Stiicke das Ganze urspringlich geteilt wurde)
a+2
Wichtig: 3 (a+2) : (a+3) = Der Bruchstrich ersetzt auch Klammern in Zdhler und Nenngr.

Vom Bruch zur Dezimalzahl (Repetition, siehe Dossier 3 (Mathematik 1))
Jeder Bruch kann als Dezimalzahl geschrieben werden. Dabei wird ganz einfach der Zdhler durch den
Nenner geteilt und dieser Quotient als Dezimalzahl aufgeschrieben.

9
16 = 9:16=0.5625

Zu beachten ist, dass bei Briichen mit negativem Vorzeichen das ,Minus” tberall platziert werden kann:
Vor dem Bruchstrich, vor dem Zahler oder vor dem Nenner.

) a_(-a) a
Es gilt also: (-E)=T=m

= Es macht Sinn, bei der Berechnung von Quotienten das Minus konsequenterweise vor den Zihler zu

schreiben.
43 (-43) . i .
(_E ) = 17 = (-43) : 17 = (- 2.52941..) =» Minus ,,sinnvoll“ platzieren

Mathematik-Dossier 2-1 - Die Welt der rationalen Zahlen A.Raz Seite 2



1.4 Erweitern von Briichen
Das Erweitern hat grosse Bedeutung beim Vergleichen, aber auch beim Addieren und Subtrahieren von

Briichen. Beim Erweitern muss man einfach den ganzen Zahler und den ganzen Nenner mit der genau
gleichen Zahl multiplizieren. Dadurch entsteht ein Bruch, dessen Wert genau gleich ist, der aber in Zahler
und Nenner ein mit dem entsprechenden Faktor multiplizierten (erweiterten) Term aufweist.

Wenn wir den Zdhler und den Nenner mit der gleichen Zahl ( # 0) multiplizieren, spricht man von
Erweitern.

hier erweitern wir den Bruch (Zéhler und Nenner) mit 3

Entsprechend miissen wir also Zéhler und Nenner mit 3 multiplizieren.

Beim Erweitern muss man sehr aufpassen, dass man wirklich die ganzen Zdhler und ganzen Nenner
multipliziert. Denn wir wissen ja: Der Bruchstrich ersetzt Klammern, darum miissen wir vor dem
Multiplizieren diese Klammern wieder setzen.

Bruchstrich ersetzt Klammern! Der ganze Zdhler (und der ganze Nenner) wird jetzt mit 3 multipliziert.

T

Beispiel: at2  (a+2) _ (a+2) _ 3%a+3+2 3a+6
DEISpies: at3 “(a+t3) T (a+3)(e3) T 3+a+33 " 3a+9
9
‘ / Aufgaben ,Erweitern von Briichen“ ﬁ
\
E\ 1. Vervolistandige die folgende Tabelle:
Erweitern mit
Bruch 3 12 (-5) (-2)
6
a) 3
9
b) 11
2
c) arl
b+6
d) 3
atd
e) a-2
2. Erweitere den Bruch so, dass die verlangte Bedingung erfiillt ist.
Gegeben: Bedingung: neuer Bruch
a) g Der Nenner ist 15
b) g Der Z&hler ist (-25)
c) 2 Der Zahler ist (-42)
a-1
d) 2 Der Nenner ist 12
14
e) 5 Der Zshler ist 196
3. Erweitere so, dass der neue Bruch einen Nenner von 12ab? hat. Gib den Term an, mit dem du erweiterst.
Gegebener Bruch | Erweitert mit: neuer Bruch
3
a) 3
4
b) 2ab
12
c) b
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1.5 Kiirzen von Briichen
Das Kiirzen ist das Gegenteil vom Erweitern. Beim Kiirzen versucht man, die Zahlen moglichst klein zu
machen. Wir missen also den Zahler und den Nenner durch die gleiche Zahl dividieren (# 0 ). In der Regel
dividieren wir dabei durch den ggT von Zahler und Nenner.

Zdhler und Nenner kiirzen mit 3, denn 3 ist ggT(9, 12) man streicht die Faktoren durch, welche

man durch den gleichen Term dividiert. Das
Ergebnis dieser Division wird klein dariiber
geschrieben. Hier wird Zéihler und Nenner mit
3 dividiert, dabei gibt 9:3 =3 und 12:3 =4

3
9
andere Schreibweise: o =//9—1/;/=
4

Hlw

9
Beispiel: 2"

Achtung: Kiirzen ist nur moglich, wenn Zahler und Nenner als Produkt geschrieben sind. (,Nur der
Dumme kiirzt die Summe*”) Dabei ist wieder zu beachten, dass der Bruchstrich Klammern ersetzt. Zudem
kann jede Summe oder Differenz durch AUSKLAMMERN jederzeit in ein Produkt verwandelt werden
(notfalls klammert man die Zahl 1 aus).

1
. a-2 (a-2) (a-2] 1
Beispiel: a) 3,77 =3(a-2) “2(a-27" 2
2

durch Ausklammern werden alle
Summen/Differenzen in Produkte verwandelt

-2 2(3x-1) Z(3x-1) 3x-1
X ~ 6x T Bx  3x
3

M Aufgaben ,Kiirzen von Briichen” ﬁ

1. Kiirze die folgenden Briiche so weit wie moglich:

6x
b) 6

%

1

0 1 2 1 1
o L 2 2 Kurzf -]’Z-gc dooT(12,42)=6 2~ 5’5 By 5 i g
4277977 urz orm./z— 7 Grund ggT(12, 42) = 9ab ~3s3%3#b " 3b" Kurzform: 934/ 3b Auch Variablen kiirzen
1 6 11 31
) 375 _ " 3% _
a g75° V' 6sb T
75 . 17ab
) 15" I S7be =
57 ef’g
T K 2 =
4 = ) Amn)
123 © 7(m+n) =
105 (4r+s)?
¢ 3g0 - M Gres) =
f) 34 | 18 (e +3f)
51 7 N4 (3fre)”
21 12xyz
8 77 ° 5 =
6a 25ac
R .
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2. Kiirze die folgenden Briiche so weit wie moglich:
1
3 M
Bsp.: /15}46 3 o ; ; ) o
}m = Z . Zuerst 40 mit 4 kiirzen, dann die 10 mit den entstanden 10 kiirzen. Dann noch 15 und 20 mit 5 kiirzen.
1 1

Es bleiben 3 und 4 (brig. 2 man kann also auch beim Kiirzen entstandene Faktoren zum
Weiterkiirzen verwenden.

) 21012:30 o A2e1s
a 7615 1235°
o 120182 ) 36015
24949 ~ 8 J5e12.87
) 305011 p 120111
¢ 33¢9e25 - 3784 -
g 24319 g 9Le3e17
3872 ! 6551 -
) 30
€ 206010 -

3. Kiirze die folgenden Briiche so weit wie méglich, beachte aber, dass du NUR PRODUKTE kiirzen da

2
Bsp.1 8¢5+ (-6) 40+(6) 34 . . . s
1245 - 1245 “17° 2 Achtung: Obwohl die beiden 5en in Zdhler und Nenner verlockend

1 zum Kiirzen einladen, ist dies VERBOTEN, denn es darf erst gekiirzt

werden, wenn Zdhler und Nenner in Produktform vorliegen!

1
Bsp.2 15a+10b 5(3a+2b) 5 . -
6atdb = M: 2 Achtung: Hier gilt das genau Gleiche: Zuerst durch Ausklammern

Zihler und Nenner als Produkt schreiben. Dann koénnen
gemeinsame Faktoren gekiirzt werden (Hier wird also mit (3a + 2b)

gekiirzt)
a) 25+15 ) 2ax-16xy B
25 33a-22ay
) (a4)+(12) & 6oca0d
7 - 20c  ~
(1443 L
14-3 - 5x+10 -
A 15e343 ) 105m+15
9 = 15 -
e) (-6)+2°4 ) 2x+6
203-(3+1) ~ 2 -

Bemerkungen / Notizen:
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Zusatzinformation

(an dieser Stelle im Lehrmittel nicht vorhanden)

2.

Die Ordnung von rationalen Zahlen
2.1 Vergleichen und ordnen von rationalen Zahlen

Wir kénnen Briiche nur dann vergleichen und ordnen, wenn ihre Zdhler oder Nenner gleich sind. Alles
andere geht nicht.

.. 4 14 . . . . . . .
Wenn du zum Beispiel 7 und 3 vergleichen sollst, wirst du ziemlich ratlos dastehen. Vielleicht nimmst du

den Taschenrechner zur Hilfe, doch das ist keine gute Loésung. Wenn du es aber schaffst, die Zahler oder
Nenner dieser beiden Briiche gleich zu machen, dann kannst du herausfinden, welcher dieser Briiche
grosser ist.

4 4 . . . . . . . .
3 und gkannst du vergleichen, es ist klar, dass die Zahl mit dem kleineren Nenner die grossere Zahl ist
(denn man teilt das Ganze nur in 7 Teile, wahrend man beim zweiten Bruch 23 Teile aus dem Ganzen macht.
Somit sind bei den 7-teln die einzelnen Teile grosser, bei den 23-teln sind sie kleiner.
6 13

Zudem kannst du auch Briiche wie Zund zvergleichen. Hier ist die Zahl mit dem grosseren Zahler
natirlich auch grosser, denn bei beiden Briichen wird das Ganze in 21 Teile geteilt, von denen man dann
unterschiedlich viel vorliegen hat. Beim ersten Bruch nimmt man 6 solcher Teile, beim zweiten 13. Demnach

ist der Bruch mit 13 Teilen natdirlich grosser.

Es gilt also:

Gleiche Zahler:  Je grosser der Nenner, desto kleiner die Zahl (weil das Ganze in mehr Stiicke geteilt wird).
Gleiche Nenner: Je grosser der Zahler, desto grosser die Zahl (weil von den bestimmten Stiicken mehr
vorhanden sind).

Aufgaben ,,Ordnen und Vergleichen von Briichen” ﬁ

Ordne die folgenden Briiche mit Hilfe des Zeichens ,,<“ der Grosse nach (Beginne also mit dem Kleinsten)

4 4.4 4 (_ 4 )'( 4

107" 6

9,16 , 13
o) (7)770F)E ()

Setze von den Zeichen <, =, > das Richtige ein, damit eine wahre Aussage entsteht.

0§07  O- 9 (05 D- -
o (-5)0(55) O= p Eo? O- Qi
o0 FO% 0= g o028 O- R
9 05y  O- v Bol o- Qi
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3. Briiche gleichnamig machen
Damit wir auch Briiche vergleichen / ordnen kénnen, die nicht tber einen gleichen Nenner oder Zihler
verfligen, brauchen wir einen Trick. Dieser Trick ist ein eigentlich ganz einfacher Schritt:
Weil das Vergleichen von Briichen mit gleichen Nennern am Einfachsten ist, sorgen wir dafir, dass alle
Nenner gleich sind. Gleiche Nenner schaffen heisst ,,gleichnamig machen” (= ,Briiche desselben Typs,
derselben Familie erzeugen”) Das bedeutet also, dass wir beide Briiche erweitern missen, damit am
Schluss die beiden Nenner gleich sind. Dieser gleiche Nenner heisst Hauptnenner (Er ist das kgV der
urspriinglichen Nenner)

Vorgehen beim Gleichnamig machen:
1. Bestimmen des gemeinsamen Hauptnenners (HN) ( HN = kgV der beiden Nenner)
2. Bestimmen des Erweiterungsfaktors, mit dem wir die einzelnen Briiche erweitern miissen.
3. Gleichnamig machen durch erweitern mit dem entsprechenden Faktor.

w Erweitern mit 7, Erweitern mit 3,
weil 7°9 =63 weil 321 =63

49 46

7. 18 5 N- -
5 HN = kgV(9, 21) = 63 3 &3

1

Erweitern mit

Erweitern mit 2a, weil 2a*3b =

3b, weil 3be*2a

b a
- 3 > HN=kgV(2a,3b)=6ab = 6ab ’ 6ab

2a’ 3b

L Erweitern mit 3,

Erweitern mit 5,
weil 5¢3 =15 weil 3¢5 =15
3 > ™ 5(3+x)  3(5-y)
X oy _ _ ) +x)  3(5-y
3 ;g => HN = kgV(3,5) =15 =>» ; > 15 ’ 15

Achtung, beim Erweitern wieder daran denken, dass Bruchstrich Klammern
ersetzen, also vor dem Multiplizieren wieder Klammern schreiben.

\ 4// Aufgaben ,Briiche gleichnamig machen”
M, 52

Bestimme den Hauptnenner und mache die Briiche gleichnamig:

a 2 a1l

a 5518 HN:
12 18 34

b) 431 m HN:

2. Mache die Briiche gleichnamig und ordne sie der Grosse nach (mit Hilfe des Zeichens ,,>“)

5, 3 13 8y 14
b (-5)i5:sil-5)s

3. Bestimme den Hauptnenner und mache die Briiche gleichnamig:

ab , b x4 x43

a) .7 HN = &) 53 3p HN =
16 12 p HC e

) 2x" 3 HN = ) ef2’ ef HN =
.17 et etk

9 b7hbe HN = 8 352 HN =
23,52 24

d 3% HN = h)  4x-3;73 HN =
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Addition und Subtraktion von Bruchtermen

Genau wie mit den natirlichen oder den ganzen Zahlen kénnen die Grundoperationen auch mit den
rationalen Zahlen durchgefiihrt werden. Es gelten die gleichen Regeln, Gesetze und Hilfsmittel, wie mit
ganzen und natirlichen Zahlen. Das grosse Problem stellt sich aber sofort dann, wenn man beim Addieren
oder Subtrahieren liber Briiche verfiigt, die nicht vergleichbar sind. Denn wie soll man auf eine sinnvolle Art
und Weise , Apfel und Birnen” oder eben Bruchteile ganz verschiedener Art addieren? Logisch: Man macht
die Briiche gleichnamig und kann dann die Zahler addieren. Achtung: Die Nenner verandern sich nicht, denn
die Nenner bezeichnen ja, in wie viele Teile das Ganze zerteilt wurde (bezeichnen den Typ, die Familie des
Bruches).

Addieren und Subtrahieren von Bruchtermen ist eine wichtige Grundoperation. Damit sie funktioniert,
miissen die Bruchterme alle GLEICHNAMIG gemacht werden, damit man dann die Zihler addieren /
subtrahieren kann.

Beispiele:
7.5 (145 12 3 . 7.5 14 5 (145 19
8+/8‘v8 8 T2 oder \\_j+8_8+8_ 8 "8
Sobald gleiche Nenner vorhanden sind, Damit die Briiche verglichen werden kénnen, braucht es gleich
NUR DIE ZAHLER ADDIEREN grosse Stiicke (=gleiche Nenner), also gleichnamig machen.

Beim Gleichnamig machen ist es wichtig, dass man ZAHLER UND NENNER mit der entsprechenden Zahl
erweitert (=multipliziert). Dabei muss der ganze Zihler erweitert werden (= denk dran, den Zdhler immer in
Klammern zu schreiben).

Wenn die Briiche gleichnamig gemacht sind, wird die ganze Operation auf einen Bruchstrich geschrieben
(Achtung, unbedingt Klammern setzen) und man muss nur noch im Zihler addieren oder subtrahieren.

7 tQ/?; 3] . . eg e . (1]

A\ <// Ubungen / Beispiele ,Addition und Subtraktion von Briichen* (Q
N razi o4
Q\ '1l. Bestimme den Hauptnenner und rechne soweit wie moglich auf: Q 7

Beispiel: Hauptnenner
y-x 5xex yx 5xX-(y-x)  SxPy+x
=T T x  ox 0 x T X X
a+b a-b
a 2 T2
5 3
b) a b
5a-2b
c) 2 7
b a 1

5 (2 3
f 8 3 75
p-q ptq
g) 3 3
2b  2a
h) ab? *ab
3 9
i) ax  ax?
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2. Bestimme den Hauptnenner und rechne soweit wie maglich aus (Achtung, manchmal musst du im Nenner zuerst

Ausklammern, damit du den Hauptnenner findest):

Beispiel:

4 X +y 4 x+y  4(x3) _x+y 4x-12-(x+y) 3x-y-12

X  x>—3x Tx " x(x=3) " x(x=3) x(x=3)" x(x=3) ~ x(x=3)
4x y+X

a) x—y 2x-2y

X

SN

Hauptnenner

x(x-3)

10 4 3
b) 2x-1 T4x-2 “8x-4

c) x—y 2x-2y

g (3-13 +5)-la+g -13)

Fragen / Dinge auf die ich achten will: (Raum fiir eigenen Notizen und Fragen)

Mathematik-Dossier 2-1 - Die Welt der rationalen Zahlen

A.Raz
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5.

Multiplikation und Division von Bruchtermen

5.1 Multiplikation von Bruchtermen
Genau wie bei der Multiplikation mit natirlichen oder ganzen Zahlen stellen wir uns auch in Q die
Multiplikation als das Aufspannen einer Flache vor, wobei wir dann durch die Multiplikation von ,,Lange mal
Breite” herausfinden, wie gross diese Flache ist. Somit kommt es also nicht darauf an, dass beide Faktoren
gleichartige Briiche sind. Entsprechend muss man fir die Multiplikation nicht gleichnamig machen. Dafiir
muss man aber die Zdhler miteinander multiplizieren und ebenfalls die Nenner miteinander multiplizieren.

Bei der Multiplikation von Bruchtermen gilt also: Zahler mal Zdhler und Nenner mal Nenner.

Am Schluss darfst du nicht vergessen, dass du eventuell wieder kirzen kannst.

el d 3 Wenn méglich kiirzen
Zahler » Zahler 31
S 4 _ > 9e4 ~ /9/04 _i
16 °21 " -7 16021 ° 1pe21 28
Nenner® Nenner a7
Zahler » Zahler 1 Wenn moglich kiirzen
R 9ea 9™ o
16 °4=16 °1° =

, 1661  1gel ~ 4
Nenner® Nenner 4

ganze Zahl als Bruch

mit Nenner 1 schreiben!

Vorgehen Multiplikation von Briichen:
1. Zahler mit Zahler, Nenner mit Nenner multiplizieren.
2. evt. Kiirzen

Bei der Multiplikation und Division von Bruchtermen musst du NICHT GLEICHNAMIG MACHEN!

5.2 Division von Bruchtermen

5.2.1.

5.2.2.

Der Begriff der Kehrzahl:
Als neuen Begriff verwenden wir in der Menge Q den Begriff der ,,Kehrzahl”. Die Kehrzahl eines Bruchs
erhalt man durch Vertauschen von Zahler und Nenner.

9 4 2 — 73
2 >< 9 und 3 ;
Achtung: Die Begriffe Kehrzahl und Gegenzahl sind nicht das Gleiche und darum nicht zu verwechseln.

Division von Briichen
Die Division ist die Umkehroperation der Multiplikation. Und auch fiir die Division gibt es klare,
eindeutige Regeln. Um diese verstehen zu kénnen, missen wir zuerst die folgenden Beispiele studieren:

=

4 7 28e7
28: 7 = 28:(4:7)= 28:4 07 = 2807:4=28e(7:4) =280, =
/ / /v / /V 4 4
Definition Bruch Klammern auflésen Operator-Konzept  Def. Bruch  Multiplikation Bruch
\
N e e TN ey 25225 S
‘95 = (3:5):(9:25)=3:5:925 =3e25:5:9=(3e25):(5e9) =Teg - 5%°9 -3
s . e\

Division durch einen Bruch heisst: Multiplikation mit der Kehrzahl!
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Zusatzinformation

{an dioser Stalle Im Lehmiitel

Weitere Beispiele:

| statt dividieren mit der Kehrzahl multiplizieren!

—

428 4 28 7 28e7 49
28'7)v1'7‘1'4‘ g1 =1 - %
| ganze Zahl immer mit Nenner 1 schreiben!| hier kannst du kiirzen
4 g 4,22_14.1 4el 1
7% 7717 7'28:\2&7:49

| statt dividieren mit der Kehrzahl multiplizieren!

3.9 325 35 5
525~ 5°9 ~ 5e9 ~ 3

Vorgehen Division von Briichen:
1. Anstelle des Divisoren (die Zahl nach dem :) schreibst du die Kehrzahl hin.
2. Ersetze das Divisionszeichen (: ) durch ein Multiplikationszeichen (o)
3. Zadhler mit Zahler, Nenner mit Nenner multiplizieren.
4. evt. Kiirzen (Denk daran: ,Nur der Dumme kiirzt die Summe!“)

5.2.3. Doppelbriiche
Doppelbriiche sehen zwar besonders kompliziert aus, doch eigentlich sind sie nichts anderes, als die

nicht vorhanden)

Darstellung der Division von zwei Bruchtermen.

3
4 RN 3.9 3,16 3416
Der Doppelbruch 9 bedeutet eigentlich nichts anderes als: 116 also 2 %9 =79
16

Bei Doppelbriichen ersetzt der Hauptbruchstrich (der lingste Bruchstrich) das Divisionszeichen.

Fragen / Dinge auf die ich achten will: (rRaum fiir eigenen Notizen und Fragen)
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o A
w Ubungen / Beispiele ,,Multiplikation und Division von Briichen” O

1. Bestimme den Hauptnenner und rechne soweit wie moglich aus:

Beispiel: (Anstelle der Division schreiben wir die Multiplikation mit der Kehrzahl und rechnen

aus)
3 7 3,11 311 33
5 11 5 7 ~ 5¢7 " 35
, 3% .1
19 12
42
b) 25 :36
) ox
R TR
6 7
d 7 &
g 6 &
7 7
119
TR
121
169
g 43
156
15 15
N 17 " (-17)
i) 17
(-17) 13
bd
. ce
) c
4a  (-b)
k) x © 2x
4(c-d) 8
) a
4(a+b)2 25x2
ud il ) o)
m) 5x a+b
24
15
) -
27x  (-182)

o) 4y “sw 4 Q%

46pq 69q 2r

p) 3x  Co9x 2x
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Zusatzinformation

~

6. Gemischte Operationen mit Bruchtermen

Bei gemischten Operationen musst du immer daran denken, dass die allgemeinen Rechenregeln

gelten:

Du rechnest von links nach rechts, mit folgenden Ausnahmen

1. Klammern zuerst
2. Hohere Operationen zuerst (Also Punkt vor Strich)

schreiben.

Zudem musst du daran denken, den Zahler eines Bruches immer mit Klammern zu

dieser Stelle Im Lehrmittel nicht vorhanden)

1. Bestimme den Hauptnenner und rechne soweit wie moglich aus:

Beispiel: (Zuerst ausmultiplizieren, danach addieren (gleichnamig machen!)). Also Punkt vor Strich!

X (x 1) X 2x 2 8& 8 14 _ 16x+14 2(8x+7) 8x+7
7 — = =

74204 *3 *14 *8 56 Y56 T 56 56 56 28
(e+f) ‘E 2(e+f)
a) 4 4~ 8

%

§§7 Ubungen / Beispiele ,Gemischte Operationen mit Briichen* 2
*
S

by 4 5

g 3 12

11x x

g 3° -6(5 -5)
JIx 6
e)2 4 5
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Gleichungen mit Bruchtermen

Zum Thema Gleichungen findest du im Dossier 1-8 ,Rechnen mit Variablen” alle noétigen
Grundinformationen. So bleibt natiirlich auch die Grundidee des Losens von Gleichungen natirlich mit
rationalen Zahlen die Gleiche.

Allgemeines Lésungsschema:
1. Termvereinfachungen
2. lsolieren der Lésungsvariablen durch Aquivalenzumformungen.
3. Losungsmenge angeben

Fir Gleichungen mit Bruchtermen geniigt dieses Schema aber nicht, denn die verschiedenen Nenner stéren
und verunmoglichen das Auflésen der Gleichung. Also missen wir noch zusatzliche Schritte vornehmen, der
Wichtigste dabei ist die ,Multiplikation mit dem Hauptnenner”. Diese hat den Effekt, dass alle Nenner
wegfallen und die Gleichung , nennerfrei” wird, also mit dem uns bekannten Schema gelost werden kann.

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner:

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner erfolgt nur darum, damit alle Nenner aus der Gleichung wegfallen.
Denn nur dann kénnen wir die uns bekannten Gesetze anwenden (Isolieren der Losungsvariablen durch
Aquivalenzumformungen)

Bevor du aber mit dem Hauptnenner multiplizierst, machst du ALLE MOGLICHEN VEREINFACHUNGEN.

Das allgemeine Losungsschema wird also erweitert und sieht nun so aus:

Erweitertes allgemeines Losungsschema:

Termvereinfachungen

Multiplikation mit dem Hauptnenner

Termvereinfachungen

Isolieren der Lésungsvariablen durch Aquivalenzumformungen.
Losung angeben

ukhwnN e

Sobald du aber multiplizierst, musst du jeden einzelnen Zahler links und rechts der Gleichung mit dem
entsprechenden Faktoren multiplizieren. Du erkennst diese einzelnen Stiicke daran, dass sie durch ein ,, + “
oder ein ,, - “ getrennt sind.

Beim Auflosen musst du erst im letzten Schritt dividieren, und zwar durch die Zahl, die vor dem x steht.

Beispiel:

3x 3x 3 Multiplikation mit HaL.thnenner,

5 - 1 = 0%2 e HN (10) . Bestimmen der
Erweiterungsfaktoren

2°3x—10e1 = 1e8x + 53 H \ Ausrechnen, was méglich ist

6x—10 8x + 15 H -6Xx x auf die rechte Seite schaffen

6x— 10— 6x 8x + 15 — 6x H Vv Operatoren umstellen
6x—6x—-10 8x —6x+ 15 H Vv Ausrechnen, was méglich ist

(-10) 2x + 15 H -15 x soll alleine stehen

(-10)-15 2x+15-15 H Vv Ausrechnen, was moglich ist

(-25) 2x “ 2 Im letzten Schritt teilen

% X X= (-2?5) Lésung angeben.
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i
\é// Ubungen / Beispiele ,,Gleichungen mit Bruchtermen (ohne Satzaufgaben)”

d) 2x+5 3_2x+1

Fragen / Dinge auf die ich achten will: (rRaum fiir eigenen Notizen und Fragen)
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Satzaufgaben in Gleichungen umsetzen:

Das Umsetzen von Satzaufgaben in Gleichungen ist etwas vom Schwierigsten in der Mathematik Giberhaupt.
Es ist ganz wichtig, dass du die gegebenen Informationen sehr genau studierst, sie dir vorstellst (was bedeutet
das?) und dann versuchst, sie in mathematische Sprache zu libersetzen. Dabei ist es enorm wichtig, dass du
SEHR GENAU LIEST, was beschrieben ist, damit du dann die richtige Operation wahlst. (z.B. ist es ein
Unterschied, ob man 4 von der Héilfte der Zahl subtrahiert oder ob man von 4 die Hélfte der Zahl subtrahiert)

Dabei hilft es dir, wenn du ganz genau schrittweise vorgehst:

Typ1:
Addiert man zu 2 einen Drittel einer Zahl, so erhdlt man gleich viel, wie wenn man 4 von der Hdlfte der Zahl subtrahiert.

Diese Satzaufgabe gibt dir DREI Informationen zur Gleichung:

1. Addiert man zu 2 einen Drittel einer Zahl = 2 +§
2. so erhélt man gleich viel > =
3. wie wenn man 4 von der Hélfte der Zahl subtrahiert. -> % -4
Es entsteht also die Gleichung 2 +§ =§ -4, die du gemass Schema auflésen kannst.

Typ 2:
Addiert man zu 3 einen Drittel einer Zahl, so erhdlt man vier mehr, als wenn man von 2 die Hdlfte der Zahl subtrahiert.

Diese Satzaufgabe gibt dir DREI Informationen zur Gleichung:
1. Addiert man zu 3 zu einen Drittel einer Zahl = 3 +§

links ist um 4 grésser als rechts 2 links —4

2. so erhalt man vier mehr .
oder rechts + 4 rechnen, um auszugleichen

3. als wenn man von 2 die Halfte der Zahl subtrahiert =>» 2 -%

=2-5 +4, die du wie oben I6sen kannst.

W | X
N | X

Es entsteht also die Gleichung 3 +§ -4=2 -% oder 3 +

Typ 3:
2
Das Alter des Sohnes betrdgt heute s des Alters des Vaters. In 10 Jahren ist der Sohn genau halb so alt wie der Vater.

Wie alt sind die beiden heute?

Hier gehst du so vor (Wichtig ist es zu wissen, dass VOM oder VON immer ,MAL ( ¢ ) bedeutet)
1. Heutige Situation: |VATER: x Jahre

2 2 2 2 2X
SOHN: s des Alters des Vaters = 5 vom Vater = T Vater = T *X=% Jahre

2. Die Veranderung: |In 10 Jahren > Also werden beide Menschen 10 Jahre dlter > Zum heutigen
Alter missen je 10 Jahre addiert werden.
VATEReuw = x + 10 Jahre

2X
SOHNey = T+ 10 Jahre

3. Der Vergleich der|dann ist der Sohn gerade halb so alt wie der Vater = Dann ist der Sohn gerade
neuen Situationen: |die Halfte VOM Vater.

Also: Sohnpe, = Halfte vom Vaterney

ZX/

— +10 =

s ° (x+10)

N~ &

Diese Gleichung ist wieder aufzulésen wie gewohnt.
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% <‘}7 Ubungen / Beispiele ,,Gleichungen mit Bruchtermen - Satzaufgaben”
A\

1. Ein Vater ist heute 39 Jahre, sein Sohn 11 Jahre alt. In wie viel Jahren ist der Vater genau doppelt so @
Sohn?

Gleichung / Rechnung:

Analyse:

2. In einem Hof tummeln sich Schweine und Hiihner. Die Tiere besitzen zusammen 25 Kopfe, und die Zahl der

Hihnerbeine ist um 10 grosser als 3 der Zahl der Schweinefiisse. Wie viele Schweine und wie viele Hihner befinden

sich im Hof?

Gleichung / Rechnung:

Analyse:

3. Die beiden Heissluftballone A und B fahren iber dem Pfaffikersee. Die Flughthe von A betragt dabei % der Flughdhe

von B. Wiirden beide Ballone um 330 m steigen, so betriige die neue Flughéhe von A % der Flughoéhe von B.

Berechne die momentanen Flughéhen von A und B.

Gleichung / Rechnung:

Analyse:
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4. In einem Hochhaus fahren zwei parallele Lifte mit gleicher Geschwindigkeit nach oben. Der erste Lift befindet sich
im Moment 36m Uber Boden, der zweite Lift ist 81m lber Boden. Wie viele Meter miissten sie noch steigen, damit

der erste Lift % der Hohe des zweiten Liftes erreicht?

Analyse: Gleichung / Rechnung:

Zahlenfolgen

In vielen Knobelaufgaben oder Réatseln musst du in einer Abfolge von Bildern, Woértern oder Zahlen
herausfinden, welches Bild, Wort oder Zahl als ndchstes kommt. Wenn es nun eben um Zahlen geht, spricht
man von ,.Zahlenfolgen“.In einer Zahlenfolge sind alle Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge angeordnet
und haben eine bestimmte ,Position” in der Zahlenfolge. Diese Position wird mit einer Nummer
gekennzeichnet. Die Zahlen, die die Zahlenfolge ausmachen heissen ,,Glieder”.

Beispiel 1: (Zahlenfolge mit einfacher Bildungsregel) Allgemein
Nummer 1 2 3 4 5 6 7 Nummer | n
Folge/Wert: 1 4 9 16 25 36 49 " Wert n?

Dies hier ist die Folge der Quadratzahlen. Das erste ,Glied” der Zahlenkette erhalt die Nummer 1, danach
wird durchnummeriert. Hier gilt a,=n? (Das bedeutet: Das n-te Glied der Zahlenkette hat den Wert n?). Auf
diese Weise wird die ,Gesetzmassigkeit” beschrieben, wie eine Zahl an einer bestimmten Stelle berechnet
werden kann.

Beispiel 2: (Zahlenfolge ohne Bildungsregel)
Nummer 1 2 3 4 5 6 7
Folge/Wert: | 2 3 5 7 11 13 17
Dies ist die Folge der Primzahlen. Dafiir gibt es keine Regel, wie sie gebildet wird. Dennoch kann die nachste
Zahl angegeben werden. Es folgen 19, 23, 29....

Beispiel 3: (Zahlenfolge mit mittelschwerer Bildungsregel) Allgemein:
Nummer 1 2 3 4 5 6 7 Nummer | n
. l 1 i Wert A(n-1) + 3
Folge/Wert: | 27 9 3 1 3 9 77

Dies ist eine Folge, bei der das nachste Glied der Zahlenfolge durch Division des vorherigen Gliedes gebildet
wird. Dies wird in der Bildungsregel so angegeben: an=an-1): 3

a(n-1) bedeutet: Die Zahl vor der gesuchten Zahl.
Das kannst du in der Zahlenfolge oben erkennen: Fir die Zahl bei der Nummer 3 (a3, also a,) musst du die

Zahl mit der Nummer 2 (Glied a3-1 = a; oder eben an.1) durch 3 dividieren.

Zu diesem Bereich findest du geniigend Ubungen im Lehrmittel ,Mathematik 2“, deshalb verzichte ich an
dieser Stelle auf Ubungsaufgaben zum Bereich ,,Zahlenfolgen”.
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10. Potenzen
10.1 Definition Potenz (Repetition)Begriffe

n gleichg{aktoren a

n_ N\
d —aeqgegegegegegeg

Potenz:

an <+—— n: Exponent (="Hochzahl”. Zeigt an, wie oft die Basis mit sich selber multipliziert wird.)

/V

a: Basis (Das ist sozusagen der Faktor, welche entsprechend n mal wiederholt wird.)

Sehr spezielle Potenzen sind die sogenannten ,Zweiten Potenzen”, also Potenzen mit dem Exponent 2.
Beim Berechnen einer Potenz mit Exponent 2 spricht man auch vom , Quadrieren”:

10.2 Geometrische Interpretation der Quadratzahlen (Potenz mit Exponent 2)
Ein Quadrat mit Seitenldnge s hat die Flache s? (s e s). Entsprechend kann man von der Fliche s? auf die
Quadratseite zurlck rechnen, indem man die Zahl bestimmt, deren Quadrat der Flache entspricht (Die
Seitenldnge ist also s, weil ses=s?) (Man macht also die umgekehrte Uberlegung der Flichenberechnung)

Dazu zwei Zahlenbeispiele:
e Ein Quadrat mit Seitenldnge 5cm hat die Fliche 25 cm? (da Linge e Breite = Fliche, also 5 e 5 = 25)
e FEin Quadrat mit der Fliche 49cm? hat die Seitenldnge 7cm (Es wird eine Zahl gesucht, deren
»Quadrat” (2. Potenz) 49 ergibt. Man sucht sozusagen die Unbekannte x, fir die gilt x e x = 49. Hier
ist x die Zahl 7, denn 7 e 7 = 49).

10.3 Die ersten zwanzig Quadratzahlen in der Ubersicht
Nachfolgend eine Liste der Zahlen von 1 bis 20 und ihrer Quadratzahlen. Speziell beim Rechnen mit Wurzeln
und — spater auch — in der Geometrie (Satz des Pythagoras) — sind diese Quadratzahlen wichtig. Es lohnt
sich, diese alle auswendig zu kennen.

Zahl (n) Quadratzahl Zahl (n) Quadratzahl

(n’) ()
1 1 11 121
2 4 12 144
3 9 13 169
4 16 14 196
5 25 15 225
6 36 16 256
7 49 17 289
8 64 18 324
9 81 19 361
10 100 20 400

Speziell ldsst sich etwas Uber die Differenz von zwei benachbarten Quadratzahlen aussagen. Dazu
betrachten wir die folgende Tabelle:

Zusatzinformation

Die Differenz zweier benachbarten Quadratzahlen ist gerade so gross wie die Summe der

entsprechenden Basiszahlen.

Quadratzahlen | Basiszahl Summe Differenzbildung Quadrate | Differenz der Quadrate
1,4 1,2 2+1=3 22-12=4-1= 3

g“ 4,9 2,3 3+2=5 32-22=94-= 5

EE 9,16 3,4 4+3=7 42-32=16-9= 7

3 16, 25 4,5 5+4=9 52-42=25-16 = 9

; i Aus dieser Tabelle kénnen wir die folgende Regel ableiten:

k]
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10.4 Rechenregeln fiir das Rechnen mit Potenzen

a"eb"=(ah)"
(asb)"=a"* b"

(eine Art ,,Ausklammern®)
(eine Art ,, Auspotenzieren”)

ebenso gilt bei Brichen:

und umgekehrt.

Zahlbeispiele zur Uberpriifung
53+423-125+8=133#(5+2)3=73=343
53-23=-125-8=1172(5-2)3=33=27

Bei Addition / Subtraktion: kein Zusammenfassen méglich
=»Es gibt also keine speziellen Regeln fiir die
Addition/Subtraktion von Potenzen. Es gilt aber
(natiirlich): “Hoch vor Punkt vor Strich“. (Héhere
Operation zuerst..

Bei Multiplikation/Division ist
,Zusammenfassen” mdglich. Es gelten die
Regeln wie oben formuliert.

53.23 =5.5.5.2.2.2=5.2:5.2.5.2= (5 - 2)3 = 103 = 1000
53:23 =5.5.5:2:2:2 =5:2.5:2:5:2=(5:2)3 = 2,53 = 15,625

%

i)
/ Aufgaben ,,Rechnen mit Potenzen”

\
1.§\Schreibe die folgenden Rechnungen in den nachst hheren Operationsstufen und rechne danact

aus:

Term In ndchst hoherer Stufe: Ergebnis

a) (-5)+(-5) +(-5) +(-5) +(-5)

b) (-0.5) e (-0.5) e (-0.5)
3 3 3 3
) 7¢7°37°7
2 2 2

2. Berechne die folgenden Terme (Beachte die Potenzregeln und die Regeln fiir die Anzahl Kommastellw

a)  (-19)?
b)  0.22

c) 0.2%
d (3P
o ()
T

3. Welche beiden benachbarten Quadratzahlen haben die folgende Differenz (siehe Regel dazu im Theorieteil)?

Zusatzaufgabe

(an dissor Stelle im Lehrmitisl

Differenz Berechnungsweg Quadratzahl 1
a) 39
g b) 5
£ c 31
d) 81
e) 71
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4. Schreibe die folgenden Terme ohne Klammer (Beachte dazu die Potenzgesetze im Theorieteil)

) ()
b) (-14ef)?
9 ()
4 %)2
0 (S
f)  (-6ab)’
g)  (l4gh)?

_,9
5. Berechne die folgenden Terme (mit den Potenzgesetzen und den Rechengesetzen aus dem Theorlet

a)  33-3e(2)3
(-30-(3)?

22 1
3—3+(-3—) :9

nichtvorhandan)
e =z

d  (3%-2%)e3°-(-27)

Zusatzaufgabe
(an dleser Stelle im Lehrmittsl

e)  ((-58.4)-13.1)?:(0.5%e 11)

f)  (-62.3) e ((-11.7) : 3.25)>

\
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11. Die zweite Wurzel (Quadratwurzel)

11.1 Begriffe

—— r: Radikand (r € No)

Wourzelzeichen

Wurzelziehen ist die Umkehrung des Potenzierens. Im Moment betrachten wir die zweiten Wurzeln
(Quadratwurzeln). Wichtig zu wissen ist, dass Quadratwurzeln nur von positiven Zahlen gezogen werden.
Von negativen Zahlen kénnen keine Wurzeln bestimmt werden.

11.2 Quadratwurzeln: Spezielle Wurzeln !
Die speziellsten Wurzeln sind sicherlich die Wurzeln aus Quadratzahlen, denn diese lassen sich ganzzahlig
berechnen.

Wurzeln aus Quadratzahlen > \/64 =8 \ﬁ =1 usw.

\225 =15 <[4 =2

Daneben kann man aber aus jeder positiven Zahl die zweite Wurzel berechnen. Sobald die Zahl unter der
Wourzel (der Radikand) aber keine Quadratzahl ist, hat die ausgerechnete Wurzel viele Kommastellen. Aus
diesem Grund verzichtet man meistens darauf, die Wurzel ausgerechnet hinzuschreiben, wenn sie nicht
ganzzahlig ausgerechnet werden kann. Mit dem Taschenrechner kann man den Wurzelterm gut eingeben,
so dass die Genauigkeit des Ergebnisses auch auf diesem Weg gewahrleistet ist.

Waurzeln aus positiven Zahlen, die keine Quadratzahlen sind
\[2 =1.4142136
\[3 =1.7320508 Usw.

Diese Wurzeln werden normalerweise nicht ausgerechnet, man schreibt also im Ergebnis z.B. \/E ,da
dies viel genauer und weniger umstandlich ist, als der Wert 1.4142136

11.3 Rechenregeln mit Wurzeln

\/5 °\/_b =1/a*b (,Wurzel zusammenfassen®)
a*b =\/; -\/_b (,Wurzel aufteilen)
ebenso:

\/5 :\/_b :%=\/é =\/§3 und umgekehrt

Zahlbeispiele zur Uberpriifung:

Bei Addition / Subtraktion: kein Zusammenfassen moglich

«’64 +«’35 =8+6=14 #£1/64+36 =1/100 = 10| PEs gibt also keine speziellen Regeln fiir die
\/al _ \/3_6 -8-6-2 2/64-36 = \/2_8 ~5,2915026 Addition/Subtraktion von Potenzen. Es gilt aber

(natiirlich): “Hoch vor Punkt vor Strich”. (Héhere
Operation zuerst).

\,64 -\/36 =8-6=48 = \/64 - 36 = \/2304 =48 Bei Multiplikation/Division ist Zusammenfassen méglich.

3 3 | Es gelten die Regeln wie oben formuliert.
\/36 :\/64 =6:8=; =1/36:48 =1/0,5625 =0,75=
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11.4 Umformen von Quadratwurzel-Aufgaben ohne Taschenrechner
Wurzeln aus grossen Zahlen kénnen durchaus ohne Taschenrechner ausgerechnet werden. Dazu ist es
wichtig, die gegebenen Zahlen unter der Wurzeln in ein Produkt von moglichst vielen Quadratzahlen zu
zerlegen (es geht auch (iber die Primfaktorzerlegung) und diese dann zu zerlegen.

Weg iiber die Zerlegung in méglichst viele Quadratzahlen:

Vo8 =\2e49  =2ea9 =n2e7 =702 =72

'n_?"’? PrOdekt mit Produkt unter der Wurzgl Waurzel der Quadratzahl Waurzelterm am Schluss schreiben (so ist klar, wo
moglichst vielen kann aufgeteilt werden in berechnen das Wurzelzeichen endet
Quadratzahlen zerlegen ein Produkt von Wurzeln '

Weiteres Beispiel
/1083 =1[3e361 =+[3e4[361 =1[3 ¢19 =190\[3 =19\/3

Weg iiber die Zerlegung in Primfaktoren:

\J98  =1[207¢7 =\/§@ =2 o7 =702 =72
~

In ein Produkt von Produkt unter der Wurzel ,Paarli“ von gleichen Wurzelterm am Schluss schreiben (so ist klar, wo das
Primfaktoren zerlegen kann aufgeteilt werden in Waurzeln bilden: Immer zwei ~ Wurzelzeichen endet), evt. Wurzeln zusammenfassen
ein Produkt von Wurzeln gleiche geben eine ganze

Zahl (oben: \[7 #1[7 =7)

Weiteres Beispiel

\[5600 =+/2020202¢20505¢7 =@@\/§\ﬁ
Il v v

= 2 ° 2 O'\/EO 5 .'\ﬁ
= 202e501[2 e\[7=200+/207=200~[14 =20\[14

2.

S Aufgaben ,,Quadratwurzeln”
\ﬁ Bestimme den gesuchten Zahlenwert fiir folgende Quadrate: ﬁ@
Flacheninhalt 289 225 169 25 361
Seitenlange 16 14 9 12 11 18

Welches der Zeichen <, = oder > musst du fiir den Platzhalter einsetzen, damit eine wahre Aussage entsteht?

a) 53 0415 0= ﬁ

12 412
b) 1—9|:I\/1—9 O=

o) [25+144 O+25+/144 O-=

d) /3630113 0=

e) (-10)°0(-10°) 0=
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3.

Berechne die folgenden Quadratwurzeln (verwende dazu, wenn noétig, deinen Taschenrechner) : @‘O
Term Berechnungsweg: Ergebnis

a) ~[125-58
b) /6854
c) ~/1358.12
d) ~[(-198)
e) ~[92-42
f) 127+ (45)

g) /3524(-18)%-132+(-15?)

o D
Berechne die folgenden Terme (Verwende die Rechenregeln und den Taschenrechner, wo nétig) Qﬁ«:
13739192 13\,
2) \/ Be 5

b) \/7- (15)°  20.1673
T

1

g 0\/0.0361

-1 9
N

c)

Forme die Quadratwurzeln OHNE TASCHENRECHNER so weit wie moglich um (Verwende dabei die Theorie

zum ,,Umformen von Quadratwurzeln ohne Taschenrechner”)
Term Umformung A

a) /50

b) \/136

c) \/412

d) /1444

e) \/238

Forme die Quadratwurzeln so weit wie moglich um (Verwende dabei die Theorie zum ,,Umformen von
Quadratwurzeln ohne Taschenrechner”) Q

FER

)R

Term Umformung

a)\/m
b) /33y’ (ay)’
d) +/(13c *26)
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