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* Die beiden Strahlensatze (1. und 2. Strahlensatz)
e Lo6sen von Aufgaben mit Hilfe der Ahnlichkeit und den Strahlensatzen

Verwendung:

Dieses Geometriedossier orientiert sich am Unterricht und liefert eine Theorie-Zusammenfassung. Bei
Konstruktionen sind nattirlich viele Wege méglich, hier wurde als Musterlésung jeweils ein méglichst einfacher Weg
gewahlt.

einfache Aufgaben sind mit einem =) ) ) ) gekennzeichnet

schwierigere Aufgaben sind mit einem gekennzeichnet.

Die Aufgaben miissen in der Freizeit (oder in der Hausaufgabenstunde) geldst werden. Sie kdnnen jederzeit zur
Kontrolle abgegeben werden, die Lésungen kénnen aber auch selbsténdig verglichen werden. Fragen diirfen
natiirlich auch immer gestellt werden.

Achtung: Konstruktionen unbedingt mit Zirkel, Massstab, gespitztem Bleistift durchfiihren. Feine Striche verwenden!

Beachten: Konstruktionen: Lésungen rot (weitere Losungen in &hnlichen Farben, orange, gelb, efc.)
Skizzen: Gegebenes GRUN, Gesuchtes ROT. Rest Bleistift oder schwarzer Fineliner.
Sichtbarkeit: In Raumbildern alle nicht sichtbare Kanten gestrichelt darstellen.
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1. Ahnlichkeit — Begriff, Herleitung des 1. und 2. Strahlensatz
Ahnliche Figuren

’\?) //r =
ANON

Alle hier abgebildeten Elefanten sind 8hnlich (das heisst, sie sind vergréssert oder verkleinert). Es handelt sich immer
um den gleichen Elefant, der allerdings verschleden gross abgebildet ist.

m VG

o @ =

Dagegen sind von den vier hier gezeigten Mausen nur zwei ahnlich zueinander, namlich die erste und die letzte. Die
beiden anderen sind nicht korrekt vergrossert worden (das Verhaltnis von Héhe und Breite ist nicht das Selbe wie beim
Original).

Diese Figuren erinnern uns an zwei Themenbereiche, die wir schon in vergangenen Lektionen besprochen haben: Die
zentrische Streckung als geometrischer Themenbereich, die Proportionalitat als mathematisches Thema mit gleicher
Grundidee. Ahnlich heisst, dass die Form der Figuren gleich bleibt, wobei die Grosse der Figuren nicht
unbedingt gleich bleibt, also eine Vergrosserung oder Verkleinerung (- Streckfaktor in der zentrischen
Streckung, Proportionalitatsfaktor in der Proportionalitat)

Entscheidend dabei ist die Tatsache, dass sich jeweils eine Originalstrecke proportional zu ihrer zugehdrigen
Bildstrecke verhalt, oder anders gesagt:

Originalstrecke e Streckfaktor = Bildstrecke (Originalstrecke e Proportionalitétsfaktor = Bildstrecke)

Der zweite Strahlensatz
Wir beweisen zuerst den zweiten Strahlensatz, weil dieser einfacher erklart werden kann. Dennoch heisst er ,zweiter
Strahlensatz®, weil dies eine internationale Norm der Namensgebung ist. Also nicht verwirren lassen und aufmerksam
weiter lesen:

1. Schritt:
Wir zeichnen die beiden &hnlichen Dreiecke ZPQ und ZP'Q’. Es gilt: AZPQ ~AZP’Q’ ( ~ heisst: ist ahnlich zu)
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2. Schritt:
Wir schieben die Dreiecke so Ubereinander, dass der Punkt Z fir beide Dreiecke am gleichen Ort liegt:

o

ohne Farben:

N
=)
T

Die Figur ist jetzt eine typische Figur der zentrischen Streckung, verallgemeinert sieht sie wie folgt aus:

q

Es gilt jetzt: PQ // P'Q’ und somitg I/ g’

Wir beschriften die Abschnitte in der Zeichnung:

Nach zentrischer Streckung gilt ja:

Bildstrecke
Originalstrecke

= Streckfaktor

Fiihren wir diese Uberlegung zu Ende, muss diese Gesetzméssigkeit ja fiir jede Bild — und Originalstrecke gelten.

Yo Bildstrecke _ f a+b _c+d _
Somit gilt : Originalstrecke ~ ¢ -~ a - ¢ = Streckfaktor k (2. Strahlensatz)

Ausformuliert heisst der zweite Strahlensatz:

Werden zwei Strahlen von Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte auf den Parallelen wie
die vom Streckzentrum aus gemessenen Abschnitte auf einem Strahl.
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Der erste Strahlensatz
Nach dem zweiten folgt der erste Strahlensatz:

1. Schritt:
Wir verwenden die gleiche, beschriftete Figur wie vorher:
(k ist der Streckfaktor):

Auf dem Strahl s, gilt: Auf dem Strahl s; gilt.
atb  Bildstrecke c+d __ Bildstrecke _
a  Originalstrecke ~ ¢ Originalstrecke ~ .
1
atb c+d
2 =k hea | gk Hec
a+b=ak h-a c+d=ck h-c
b=ak-a iauskl. | d=ck-c | auskl.
b=a(k-1) h:a d=c(k-1) h:c
b_ d._
2 - K-1 cok-1

weil beide Seiten k-1 ergeben gilt:
b _d

a ¢

Somit gilt : % = % und ebenso gilt (durch Umformung) :

(1. Strahlensatz)

oo
oo

Ausformuliert heisst der erste Strahlensatz:

Werden zwei Geraden von Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte auf der einen Gerade
wie die entsprechenden Abschnitte auf der anderen Gerade.

stets ahnliche Figuren:
Immer ahnlich zueinander sind folgende Figuren:

e Quadrat

e gleichseitiges Dreieck
e Kreis

[ ]

Dreiecke mit drei entsprechend gleichen Winkeln

In diesen ahnlichen Figuren kénnen entsprechende Verhaltnisse gebildet und verwendet werden (siehe néchste Seite)
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Verwenden der Ahnlichkeit zur Losung von Problemstellungen - Beispielldsungen zur Berechnung:
Die Ahnlichkeit bei Figuren hilft, verschiedene Problemstellungen zu I6sen. Wichtig ist dabei, eine saubere Zuordnung

der ahnlichen Strecken zu machen. Denn dann l&sst sich einfach rechnen

a) Am Beispiel der Aufgabe 1a (Seite 15, Gm-Buch 3).
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b) Am Beispiel der Aufgabe 2d (Seite 16, Gm-Buch 3)

45¢

1. Strahlensatz, weil sich alles auf die beiden Strahlen
konzentriert, keine Verwendung der Parallelen!

(Werden zwei Strahlen von Parallelen geschnitten,

X _9
577
verhalten sich entsprechende Abschnitte auf den
Strahlen gleich)
\ Asogit: =% e HN (35)
7x =45 ne7
X= % cm (=6.43cm)

2. Strahlensatz, weil hier die Parallelen und die Strahlen

verwendet werden!
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt in dieser Figur:

Bildstrecke
Originalstrecke ~ 12
(Werden zwei Strahlen von Parallelen geschnitten, so verhalten sich

die Abschnitte auf den Parallelen wie die vom Streckzentrum aus

y
3cm
/ 4em X 12cm
gemessenen Abschnitte auf einem Strahl)
Berechnung von x:
Asogit:  ZX =2 e HN(12)
12+x =18 |12
X =6cm
Berechnung von y:
Also gilt: % = -%/— || X einsetzen von vorher
12+6+4
12 = -3L | ausrechnen und e HN (12)
22 =4y 14
5.5cm=y
l.
ARéz Seite 5
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c) Am Beispiel der Aufgabe 10b (Seite 19, Gm-Buch 3)

Skizze:
Gegeben: AB = 6cm, AC = 9cm, BC = 7.5cm A'C’ = 12cm
Gesucht: A'B’, BC'.
9cm 7.5¢m

Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke wissen wir, dass das
Verhéltnis von Bild — und zugehariger Originalstrecke fiir
alle Seiten gleich sein muss.

A B

6 cm Bildstrecke 1 Bildstrecke 2 _ Bildstrecke 3

Originalstrecke 1 ™ Originalstrecke 2 ~ Originalstrecke 3

o
Also gilt in diesen beiden ahnlichen Dreiecken:
AC _AB _BC

12cm AC -~ AB ~ BC
somit berechnen wir A'B’ wie folgt:
AC AB _ 12 AB oy _ 1206 72
L . AC “aB ?7g “Tg PABETGT =g =8cm

und enstprechend berechnen wir B'C’:
AC' BC 12 _BC vy 12075 90 _
AC BC 279 “75 2?BC="3 =7 =10cm

d) Am Beispiel der Aufgabe 17 (Seite 21, Gm-Buch 3)

Berechne Umfang und Fl&cheninhalt des aus zwei
gleichschenklichen Dreiecken zusammengesetzen Trapezes
ABCD. (AB = 10cm, AD = 13cm)

osungsansatz: Die markierten Strecken sind paarweise gleich lang, also AD =
AB und BC = CD. Zudem sind die beiden Dreiecke (wie

W\ A "[\ beschrieben) zueinander ahnlich.
Es gilt also: AABD ~ ABCD.
| y Ahnlichkeitsidee: In &hnlichen Dreiecken haben entsprechende Strecken das
. "‘B gleiche Verhaltnis, es gilt hier also:
Schenkel kleines Dreiecks AD _ Schenkel grosses Dreiecks BC
Basis kleines Dreieck AB~ ~  Basis grosses Dreieck BD
in Zahlen: 13cm _ _Schenkel grosses Dreiecks BC
In canien. 10cm - 13cm
. 13 X

Gleichung: 10 = 13 Il ® 130 (Hauptnenner)
13013 = xe10 | vereinfachen
169 = 10x 1:10
169 =x

Ldsungen: Umfang =16.9 + 16.9 + 13 + 10 = 56.8 cm
Flaichenberechnung: A=meh

+
m="02 - B3 4345 0m

h=+/132- 52=+/169-25=12cm

A=meh=134512=161.4 cm?
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Verwenden der Ahnlichkeit zur Lésung von Problemstellungen - Beispiellésungen zur Konstruktion:
Nalrlich niitzen uns &hnliche Figuren auch fiir die Konstruktion. Hier folgen wir unserer alten Idee, nicht alle
Bedingungen aufs Mal zu erfiillen, sondern diejenigen, die sich leicht erfiillen lassen zuerst (=» Hilfsfigur) und dann
vergrossern, strecken, drehen (in die richtige Grésse und Position bringen).

a) am Beispiel der Aufgabe 8a (Seite 18, Gm-Buch 3)
Langsseite und Breitseite eines Rechtecks messen zusammen 10cm, ihre Langen verhalten sich wie 7 : 4.
Konstruiere das Rechteck. (Hier ist die Lésung verkleinert gezeichnet)

) 2 1. Die Zusammengesetzte Léange und
Breite einzeichnen ( =» AP = 10cm)
2. Die Strecke AP im Verhaltnis 7:4 teilen
(dies erzeugt die Ahnlichkeitsfigur nach
1. Strahlensatz)
A a 3. Lot von B auf AB, BP nach oben
i abtragen.
4. Rechteck vervollstandigen.
Idee:

Zusammengesetzte Linge von Lings- und Breitseite im richtigen Verhiltnis teilen (mit Ahnlichkeit)

b) am Beispiel der Aufgabe 9a (Seite 18, Gm-Buch 3)
Konstruiere das Rechteck, dessen Seitenlangen sich wie 2 : 3 verhalten und dessen Diagonale 5cm misst.

1. Ein Hilfsrechteck A'B'C’'D’ zeichnen,

D dessen Lange und Breite sich wie 2:3
verhalten (hier AB’ = 3cm, B'C’ = 2cm)

2. Die Diagonale A'C’ zeichnen und auf ihr
5cm abtragen. > C

3. Das Hilfsrechteck von A aus strecken
(Parallelverschieben von B'C’ durch C,
D'C’ durch C)

4. Rechteck vervollstandigen.

Idee:
Zu kleines Rechteck zeichnen, dessen Seitenverhaltnis richtig ist ( 2: 3 ). Durch Streckung
(Ahnlichkeitsabbildung) auf die richtige Grosse bringen.
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Flachenverhaltnisse bei ahnlichen Figuren:
Wie schon bei der zentrischen Streckung bemerkt, kdnnen wir auch tiber das Flachenverhaltnis bei &hnlichen Figuren
eine Aussage machen:

S S
S S s s
S
S S
Seitenldnge s Seitenldnge 2s
Verhaltnis der Seitenlangen der beiden Dreiecke:  1: 2
=> Verhéltnis der Flachen: 1.4
Seitenlénge s Seitenldnge 3s
Verhaltnis der Seitenlangen der beiden Quadrate:  1: 3
=> Verhéltnis der Flachen: 1:9
Aligemein gilt: Das Flachenverhiltnis ist quadratisch zum Seitenverhéltnis

Seitenverhaltnis 1 : 3 =» Flachenverhéltnis 1:32=1:9

und ganz verallgemeinert:

Seitenverhaltnis 1 : n =» Flachenverhaltnis 1 : n?
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@ Aufgaben Ahnlichkeit:

1. Berechne die gesuchten Zahlwerte x, y beziehungsweise z. Q;Z;g
a
) ,
y/ 8
21 fa
14 13
“ B
X

b)
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c)
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2. Berechne die gesuchten Zahlwerte x, y beziehungsweise z. Q;;;
a)
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3. Ein Mensch von einer Grosse von 1.69 m wird von einem Scheinwerfer beleuchtet.
a.  Der Schatten hat eine Lange von 3.5 m und der Scheinwerfer ist in einer Hohe von 6 m befestigt. Berechne, wie

weit der Scheinwerferstander vom Menschen entfernt steht (Bodenlinie)
b.  Der Scheinwerfer steht 15m Bodenlinie vom Menschen entfernt und ist in einer Hohe von 3.6m befestigt. Wie lange

wird der Schatten?
Arbeite mit einer Skizze:

4. Lose die folgenden Aufgaben durch Konstruktion (Erstelle einen Konstruktionsbericht. Skizze wo natig): Q@

a) Konstruiere ein Rechteck, dessen Seitenlangen sich wie 4:5 verhalten und dessen Diagonale 5¢m lang ist.
Skizze:

KB:

b) In einem Rhombus verhalten sich BC und BD wie 3:5. Die l&ngere Diagonale im Rhombus misst 7cm.

Konstruiere den Rhombus .
Skizze:

KB:
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c¢) Im rechtwinkligen Trapez verhalten sich die beiden Parallelseiten wie 3:2. Die Hohe des Trapezes verhélt sich
zur kirzeren Parallelseite wie 2:1. Die zweite Schragseite im Trapez misst 5.5cm. Konstruiere das Trapez. <
Skizze:

KB:

d) Ein spitzwinkliges Dreieck ABC (Basis AB) hat einen Winkel 3 = 65°. Die Basis AB verhalt sich zur Seite BC wie
5:4. Die Hohe h misst 5 cm. Konstruiere das Dreieck. =
Skizze:

KB:

e) Der Héhenfusspunkt eines rechtwinkligen Dreiecks teilt die Hypothenuse im Verhéltnis 4:5. Die kiirzere Kathete
misst 4.5cm. Konstruiere das Dreieck. =
Skizze:

KB:
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5. Berechne die gesuchten Langen auf mm genau. Die gegebenen Dreiecke ABC und A’B’C’ sind ahnlich.

a) Gegeben: AB=4cm, Gesucht: AC
BC = 2cm, BC o\y
A'B’ =6.5cm
A'C =4.5cm.
Skizze:
b) Gegeben: BC=15cm, Gesucht: BC
hs' =18 cm, AB «\&
AB’ =21cm
AAABC =90cm?2,
Skizze:
6. Berechne die Lange des Streckenzuges ABCDE Q@
AC=45mm
AD =36 mm
CD=25mm E
A B

Dossier Ahnlichkeit.doc

Seite 13



7. Berechne die folgenden Aufgaben:

a) Einem Dreieck wurde die Spitze abgeschnitten. Das Reststiick in Form eines Trapezes hat Parallelen von 15¢cm

und 18cm, seine Hohe ist 4.5cm. Wie hoch war das Dreieck? (Berechne die Hohe hc) o
Situation:
b) Berechne die Zahlwerte fiir a, b und c. (Die Geraden p und q sind parallel) Q@
Situation:

c) Berechne den Zahlwert flir die markierte Strecke x (Einheit: cm)

Situation: Q;);g

c
5

Ay F 8 B
d) Berechne den Zahlwert fiir die markierte Strecke x (Einheit: cm) .

Situation:

C
10
A 8 Fx B
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8. Lose die folgenden Aufgaben:
a) Zwei ahnliche Vierecke haben Flachen von 3 und 9. Bestimme das Verhaltnis der Seitenlangen und den Streckfaktor.

b) Die Seitenldngen zweier Quadrate verhalten sich wie 3 : 5, wobei das grossere einen Fl&cheninhalt von 100 cm? hat.
Welche Seitenléange hat das kleinere der beiden Quadrate? Q@

c) Das Verhaltnis von je zwei entsprechenden Seiten von zwei &hnlichen Rechtecken betragt 3 : 6. Der Flacheninhalt des
grosseren, 42cm langen Rechtecks betragt 504cm2. Q@
a. Berechne Lange und Breite des kleineren Rechtecks
b. Berechne das Flachenverhaltnis der beiden Rechtecke.
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9. Konstruiere eine Figur, deren Flacheninhalt Q@
a) viermal so gross ist, wie derjenige der gegebenen Figur

b) zweimal so gross ist, wie derjenige der gegebenen Figur T&”

10. Teile die Bildstrecke im gleichen Verhéltnis wie die Originalstrecke:
a) Qn v

%

D
B
T ]
A B T
C
' ._——————__—_—_.C'
A o
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